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1 Einleitung

In dem Praktikum beschéftigten wir uns mit einem Modell zur schnellen Berech-
nung der Deformationen einer elastischen, rechteckigen, diinnen Platte mittels Ener-
gieminimierung. Dabei wird zu Gunsten der Rechengeschwindigkeit bewusst auf
eine hohe Genauigkeit verzichtet und nur eine qualitative Aussage mittels der Aus-
lenkung an wenigen Knotenpunkten gefordert.

Zwei Projekte der Abteilung “Mathematische Methoden in Dynamik und Festig-
keit” des Fraunhofer Instituts fiir Techno- und Wirtschaftsmathematik in Kaisers-
lautern fiihrten zu diesem Praktikum. Die Echtzeit-Simulation von elastischen Ka-
beln fiir die Wegoptimierung von Roboterarmen mit Stromkabeln, Materialzufiih-
rungsschlduchen etc. ist eines davon. Dafiir wurde ein mit der Kontinuumsmecha-
nik konsistentes und schnell berechenbares Masse-Feder-Modell eines elastischen
Biegebalkens entwickelt (siehe [1]). Ein weiteres Hauptaugenmerk der Abteilung
ist auf die Modellierung und Simulation von Reifen gerichtet. Hierbei geht es unter
anderem um die Entwicklung neuer Modelle, welche das Verhalten der Reifen fiir
eine Mehrkorper-Simuation hinreichend genau abbilden, aber dennoch schneller zu
berechnen sind, als komplette Modelle mittels der Methode der Finiten Elemente.
In dem vorliegenden Bericht wird das Modell des Biegebalkens aus [1] auf zweidi-
mensionale Objekte (Platten und Schalen) erweitert und fiir eine rechteckige Platte
implementiert.

Die Aufgabe des Praktikums bestand darin, unter Zuhilfenahme von Methoden der
Differentialgeometrie und Finiten Differenzen eine diskrete, aber geometrisch ex-
akte Formel fiir die Gesamtenergie einer rechteckigen, elastischen, diinnen Platte
unter Eigengewicht herzuleiten und zu implementieren, um durch Energiemini-
mierung die Auslenkung der Platte numerisch approximieren zu kénnen. Es sollte
dabei hauptsdchlich untersucht werden, ob diese Herangehensweise geeignet und
sinnvoll ist um bekannte FEM-Modelle zu ersetzen und welche Probleme sich dabei
ergeben.

In Kapitel 2] werden wir die geometrisch exakte Gesamtenergie aus der Differential-
geometrie herleiten. Deren Diskretisierung und Implementierung beschreiben wir
in Kapitel 3| Erste Ergebnisse und Auswertungen werden in Kapitel {4f prasentiert
und zuletzt geben wir einen kleinen Ausblick auf mogliche weitere Schritte in Ka-

pitel



2 Herleitung der Energiefunktion

2.1 Modellansatz: Die Kirchhoffplatte

In der Theorie diinner Platten nach Kirchhoff (siehe z. B. [2]) wird die Platte als
schubstarr angenommen, d. h. eine Faser, die im undeformierten Zustand gerade
und senkrecht zur Plattenebene ist, wird auch im deformierten Zustand als gera-
de und senkrecht zur Plattenebene angenommen. Damit sind alle Verschiebungen
durch die Verformung der Mittelebene bestimmt und das Problem, die Verschiebun-
gen zu ermitteln, reduziert sich auf die Betrachtung der Verformung der Mittelfla-
che.

2.2 Modell der stark gebogenen Platte

Als Ausgangspunkt fiir die weiteren Betrachtungen beschiftigen wir uns mit den in
der Strukturmechanik geldufigen Modellen einer elastischen Platte und den daraus
resultierenden Energiefunktionen.

Das Modell der stark gebogenen Platte gilt — anders als der Name vermuten ldsst —
nicht fiir beliebige Verschiebungen. Es werden zwar , grofle” Verschiebungen zu-
gelassen, jedoch miissen die Verzerrungen, welche sich aus den Ableitungen der
Verschiebungen berechnen, klein sein. Um dies zu gewéhrleisten, miissen die Ver-
schiebungen klein im Vergleich zur Lange und Breite der Platte sein. Im Vergleich
dazu miissen beim Modell der schwach gebogenen Platte, bei dem die Dehnung ver-
nachldssigt wird, die Verschiebungen sogar klein im Vergleich zur Plattenstirke h
sein, die ja ihrerseits bereits klein gegeniiber der Lange und Breite ist.

Die folgenden Formeln fiir die Dehnungs- und Biegeenergie der stark gebogenen
Platte sind [2] entnommen, wo sie durch Vernachldssigung Terme hoherer Ordnung
aus den Verschiebungen, Verzerrungen und der Kriimmung hergeleitet werden. Sie
sind teilweise geometrisch linear bzw. quadratisch und dienen letzlich nur zur Be-
stimmung der Konstanten fiir die geometrisch exakte Energiefunktion.



2.2 MODELL DER STARK GEBOGENEN PLATTE

Die Verschiebungen sind definiert als

u(x,y)
Ux,y):= | o(xy) | =r(xy) —r(xy), 21

x
ro(x,y) = (y) (2.2)
0

die ebene undeformierte Ausgangskonfiguration der Plattenmittelflache und
r(xy)
r(xy) = | r(xy) (2.3)

die aktuelle deformierte Konfiguration der Platte ist. Daraus ergibt sich der zweidimen-

sionale Verzerrungstensor zu
i L(220) 11 (o0
e 20x9dx Ox ox )’

o ( +&)+1%wc_%+(%)
W dy 29ydy  dy 2\ody/) '’ (2.4)
e (2 ) 1000w 100 19000
W 20xdy 20y 20x 20x9y’

(av au> 19 ol

(e )+

ax " oy) T 20yox v

wobei

Die nicht verschwindenden Komponenten des Spannungstensors sind definiert als

Uex =72 (xx + vityy),

]_ _
E
Ty = 12 (uyy + vitx) , (2.5)

Oxy = T+v Vuxy = Oyx,

mit dem Young’schen Elastizititsmodul E und der Querkontraktionszahl v.



2 HERLEITUNG DER ENERGIEFUNKTION

Daraus erhilt man die geometrisch lineare Dehungsenergie wie folgt:
~ h
p=3 / Y (wijorj) dxdy
L
h

E E
=5 // [uxx - (txx + vityy) + 1 (uyy + Vi) + 2uxy1 iy dxdy

_2(7 // ul + uyy + 2Vt ttyy +2(1 = v)u iy] dxdy.
(2.6)

Durch Einsetzen des Verzerrungstensors aus ergibt sich
Eh w1 /a\2\
WD:z(l—u2)// <8x+2<8x>> +< )
ou aC dv
o (a “(5) ) (af (ay) )

lou 10dv 18§8§

e | (5) + 5 (3) - )
+<3§)+3§( ;) i)
PR3 ()
S )

du v 213090 (_)avagag]dxd.

4

><

" 9x ax ay
2.7)

Zudem ist die Biegeenergie geometrisch teilweise linear (in x- und y-Richtung) und
teilweise quadratisch (in z-Richtung) gegeben durch



2.3 GEOMETRISCH EXAKTE DEFORMATIONSENERGIE AUS DER DIFFERENTIALGEOMETRIE

- EW Rr 2\’ R \° 9
WB_24(1—|—1/2)//[(89C2+8y2> +2(1—V)<(axay> _ax28y2>]dxdy

__Ew 20\ (PN 20\ R
_24<1+v2)//[<3x2> +<ay2> +2(1-v) (axay> F55 5 | Ay

2.8)

2.3 Geometrisch exakte Deformationsenergie aus der
Differentialgeometrie

Da die Platte durch die Ausgangskonfiguration komplett parametrisiert ist, norma-
lerweise hinreichend , glatt” ist und sich nicht selbst durchdringt, kann sie nach
folgender Definition aus [3] als reguliire Fliche betrachtet werden:

Eine Teilmenge S C IR? ist eine reguliire Fliche, wenn es fiir jedes p € S
eine Umgebung V C R? gibt sowie eine Abbildung ¥: U — V N S einer
offenen Menge U € R? auf VN S C R3, so dass gilt:

(i) x ist differenzierbar, d. h. wenn
%(u,v) = (x(u,0),y(u,0),z(u,0)), ¥Y(u,0)el,
dann haben x(u,v),y(u,v),z(u,v) stetige partielle Ableitungen be-

liebiger Ordnung.
(ii) x ist ein Homdomorphismus, d. h. x ist stetig (nach (i)),

1 VvnsS—Uu

existiert und ist stetig, d. h. ¥ ! ist die Einschrankung einer stetigen
Abbildung
F:WeR—R*mitVNSCW.

(iii) Fiir jedes g € U ist das Differential d¥, : R? — R® injektiv (Regulari-
tiatsbedingung).

Fiir eine Parametrisierung r(a) der Flache sind die erste und zweite Differentialform
gegeben durch den metrischen Tensor

Jor or

Gi(r(a) = o

oo (2.9)
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sowie den Kriimmungstensor

Bii(r(a)) =n o’ (2.10)
g N aaiaa]-' ’
wobei
J o
mim N o X (2.11)
COINT T < & '
all] aaz

der Einheitsnormalenvektor an die Flache in r(a) ist. Diese Tensoren beschreiben die
Dehnung und die Kriimmung einer Fliche. Daher dient die Anderung dieser Gro-
Ben als Mafs fiir die Deformation der Plattenmittelflache.

Mit der Parametrisierung (2.3) durch die Ausgangskonfiguration (2.2) ergeben sich
folgende Deformationstensoren

Jdr dr oJr _ Or

G G oo ox oy 10

o =gz e =(5% 3 2)  SCan=(; 7). e
yx By oy "9x 9y 9y

9%r 9%r
B.x B 52 " 9 0 <0 0)
B(x,y)= (2 2W) = ox Xy ) B%(x,y) = . 2.13
(x,y) (Byx BW) (n.a%rx ng}) ®y) =1y o (2.13)

Dies legt die folgenden Ausdriicke fiir die Dehnungs- und Biegeenergie nahe,

Wp = / / 1G(x,y) — GO (x,y)| 2dxdy, (2.14)
2
Wg = // |B(x,y) — B’(x,y) Hﬁdxdy, (2.15)
mit noch zu bestimmenden Matrixnormen | - ||, und || - [[.

In der Computergeometrie (siehe [4]) wird dazu haufig eine gewichtete Frobenius-
norm benutzt:

Bei einem Koeffizientenvergleich mit den Energiefunktionen (2.7) und zeigt
sich jedoch, dass dieser Ansatz nicht allgemein genug ist, da einige in der Energie
auftretenden Terme nicht hergeleitet werden konnen. Also muss man vom allgemei-
nen Ansatz

IM[]> =Y &uMiiMy (2.17)
ikl

10



2.4 BESTIMMUNG DER NORMKOEFFIZIENTEN

ausgehen. Da hier nur symmetrische Tensoren/Matrizen betrachtet werden, kann
dieser weiter zusammengefasst werden zu

HMHZ :clMazcx + C2M§y + C3M§y + C4MxxMyy + C5MxxMxy + C(,Mynyy, (2.18)

so dass nur noch je sechs Konstanten zu bestimmen sind.

Also betrachten wir die Dehnungsenergie

Wp :// |:0‘1 (Gxx - ng)z + Déz(ny — Ggy)z
)? + 4 (Gax — G%) (Gyy — GY) (2.19)

) (Guy = G2y) + a6(Gyy — GYy) (Gay — Gy ) | dvdy

‘HXS(Gxx - ng

und die Biegeenergie

Wpg :// {,Bl (Bxx - ng)z + ﬁZ(Byy - B;)y)Z
+B5(Bxy — BY)” + Ba (Bxx — BY) (Byy — BY,) (2.20)
+B5 (Bux — B) (Bay — BY) + o (Byy — Byy) (Bxy — BY) | dcy.

2.4 Bestimmung der Normkoeffizienten

Zum Vergleich werden die Biegeenergie und die Dehnungsenergie nach
[2] herangezogen. Da diese durch Vernachldssigung Terme hoherer Ordnung ent-
standen sind, wenden wir hier eine dquivalente Vorgehensweise an und vereinfa-
chen die Formeln aus Abschnitt2.3|schrittweise.

Die Deformationsenergie wird in Abhdngigkeit von den Verschiebungen U beno-
tigt. Dazu wird zunéchst die Anderung des metrischen Tensors (2.12)) in dieser Form

11



2 HERLEITUNG DER ENERGIEFUNKTION

dargestellt

concint -0+ () (3)
() () ()
(1 + gu) + <ZZ)Z+ <gi>2 -1
2 ’ )
Sl () () (%Y
Unter Vernachldssigung der quadratischen Terme in u- (und v-) Richtung liefert das

a7
Gax — G2, Nzaf <8x> (2.22)

(2.21)

Analog ergibt sich

v (ou\? [d\? [a7\?
0 _~»7Y o e _92
Coy = Gy 28y (3y) +<ay> +(ay>
o7
N%y(w>

sowie fiir die Nicht-Diagonalelemente

(2.23)

or odr
ny — ny — a ° @
87’1 87’1 87’2 81’2 81’3 81’3

8x8y+8x8y+ax8y

B ou\ du dv v aC al
_<1+ax)ay+a <1+8y>+axay (2.24)
w0 dudu dodo 350

~dy Odx 0dxdy 0xdy Oxdy

Lo v 3

N8y+8x+8xay

12



2.4 BESTIMMUNG DER NORMKOEFFIZIENTEN

Daraus folgt fiir die Biegeenergie

o (2 22 4 BEY’
dy Jdx  Jdxdy

)
(i () 3
e () (3

zu

)
ay 4(1+v)
LI B oudo
Yoxaoy ~ (1—12)oxdy

. udn

"oxdy  oxdy

LRI T

ox dy ox dy

w  (ar\2\’
2w+Gﬂ>
o ()

o o
ox = Jxay

=+ 90 + 9% 8@)] dxdy.

ax T axay

_ Eh
“1_8(1—1/2)’
_ Eh
“2_8(1—1/2)’
. En
BT iy
= Ehv

4(1—v2)’
a5 =0,
06620.

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

Ein Vergleich mit den weiteren Koeffizienten fiihrt zu keinem Widerspruch, so dass

13



2 HERLEITUNG DER ENERGIEFUNKTION

diese Konstanten in (2.19) eingesetzt werden konnen

Wp = 8(1E_h]/2)// [(Gxx ~ Gl +(Gy - Gy

+2(1 — ) (Gy — G3,) (2.32)

+2v(Gxx — G2 ) (Gyy — Ggy)] dxdy.

Auf gleiche Weise wird fiir die Biegeenergie verfahren. Um die Ubersichtlichkeit zu
bewahren, behandeln wir zunachst den Normalenvektor (2.11)

ai’z a7‘3 _ 873 872 Jv 3C Jdu 3@ aé

ox 9 9x 9 oxdy  dyox  ox 0
_Or | anin _imin | _ ouwdl _ oudl _ o ~ o
ox ay ax ay ax ay aayaax aaxaay ay :
Era il 1+aza;_a;az+ + 5 1
(2.33)
Damit ergibt sich fiir den Kriimmungstensor
0\ [2%
9%r 9% 927
0 _p  _ ~ P _
Bxx—Bxx_Bxx_n-@N 0] - a—%:; =32 (2.34)
1 ¢
ox?2
und analog
GZC
0
By, — By, ~ ayz' (2.35)
0%C
0 0 ~
Byy — BY, =Byx — B, ~ Toy’ (2.36)
Also folgt fiir die Biegeenergie aus (2.20)
%7 927 927 927\ [ 9°C
<[ (35) o (3 T ) (o ) “oi(50) (5)
(2.37)

o (28) (25 o 28) (25 o

14



2.4 BESTIMMUNG DER NORMKOEFFIZIENTEN

Die Konstanten B; ergeben sich aus dem Vergleich von (2.37) mit (2.8), so dass sie
direkt in (2.20)eingesetzt werden konnen um die Biegeenergie

ERW? 2 2
Wi = gt gy [ (B BB 2L
+2(1 —v)(Byy — BY,)° (2.38)
+2v(Byx — BY,) (Byy — By, |dxdy
zu erhalten.

Die Summe aus der Biegeenergie (2.38), der Dehnungsenergie (2.32) und der poten-
tiellen Energie

Whpot = pgh // r3(x,y)dxdy, (2.39)

hier nur durch Eigengewicht mit Dichte p und Erdbeschleunigung ¢ erzeugt, ergibt
die im Folgenden zu minimierende Gesamtenergie W,

W =Wp+ Wp + Wpot- (2.40)

15



3 Diskretisierung und Implementierung

3.1 Vorbemerkung

Mit Hilfe der soeben hergeleiteten Gesamtenergie

W =Wp + Wp + Wy
Eh3 0 \2 0 \2
B T

+2(1 = v) (Bay — BY,)?+2v (Bax — BY) (Byy — B(y)y)} dxdy

Eh 2 2
+ 8(1_1/2)// [(Gxx —G%)*+(Gyy — GYy)
4201 1) Gy~ Gy 20 (Gux — ) (Guy — Gy |y

+pgh // r3(x,y)dxdy

soll nun die Auslenkung einer rechteckigen, elastischen Platte unter Eigengewicht
und gewissen Randbedingungen bestimmt werden. Analytisch miisste man diejeni-
ge Funktion r(x,y) finden, fiir die das Funktional W(r) minimal ist, also ein Variati-
onsproblem l6sen. Numerisch begniigen wir uns damit, eine diskrete Naherung der
Gesamtenergie in Abhdngigkeit der Auslenkung an bestimmten Knoten zu betrach-
ten und zu minimieren.

(3.1)

Dabei wird in drei Schritten approximiert. Zunédchst werden die Integrale durch
Summenformeln angendhert und die Ableitungen durch Finite Differenzen appro-
ximiert. Somit kann man also fiir eine beliebige Lage der Knoten im Raum eine Na-
herung fiir die Energie der Platte berechnen. Diese wird mit einem quasi-Newton-
Verfahren minimiert, wodurch weitere Approxamitionsfehler entstehen. Am Ende
erwarten wir, dass die so berechnete Lage der Knoten nur leicht von der wahren La-
ge der Platte abweicht, die sich unter den gegebenen Bedingungen einstellen wiirde.

Im Folgenden werden wir genauer auf diese Approximationsschritte sowie auf die
betrachteten Randbedingungen eingehen.

16



3.2 DISKRETISIERUNG

y
A
LNX.NY)
I, © o)
y N\ L/ L/ L/ \/ ./ \
- 9 Q ® ® ® ® O 0
-1 o O @ @ @ L J O e}
- O O o o o @ O o)
hy
077 () ) ) ) ) ) ) ()
(1,1)I
| | e | | | | |
\ \ \ \ \ \ \ > X
0 l

Abbildung 3.1: Knoten und Hilfsknoten

3.2 Diskretisierung

Die Platte und alle damit verbundenen Grofien sind durch die Ausgangskonfigura-
tion — also durch ein Rechteck in der Ebene — parametrisiert. Dieses diskretisieren
wir nun mit einem jeweils in x- und in y-Richtung dquidistanten Gitter. Dabei seien
Iy und [, die Abmessungen der Platte und N,, N, die Anzahl der Knoten in x- bzw.
y-Richtung. Daraus ergeben sich die Schrittweiten zu

I
Nx_].

!
und hy = 7 — (3.2)

hx: .
N, -1

Um verschiedene Randbedingungen ansetzen zu kénnen, legen wir um die Platte
herum eine Schicht von Hilfsknoten an (siehe Abb. [3.T). Deren Lage wird dadurch
bestimmt, dass fiir die Finiten Differenzen am Rand die aus den Randbedingungen

gegebenen Werte fiir die entsprechenden partiellen Ableitungen gefordert werden
(sieheund . Man erhélt also (N; + 2) (N, 4+ 2) Knoten

(x,y;)) = (( = Dhy, (j—1)hy) fir 0<i<(Nye+1),0<j<(N,+1) (3.3)

17



3 DISKRETISIERUNG UND IMPLEMENTIERUNG

und damit zundchst 3 (Nx + 2) (N, 4 2) Variablen fiir die Lage der Knoten in den
drei Raumrichtungen

Rijc:=re (xi,y), Vi=0,...,(Nx+1),
¥ji=0,...,(N, +1), (3.4)
Vk=1,...,3.

3.3 Numerische Integration

Da die Integrale in der Energie nicht allgemein gelost werden kénnen, werden sie
durch eine Summenformel angendhert. Auf Grund der rechteckigen Diskretisierung
kann die Trapezregel nacheinander in x- und y-Richtung angewendet werden und
man erhélt die zweidimensionale Trapezregel

/ab/cdf (v y)dxdy = /ab %(f (x,¢) + f(x,d))dy

TR 1

~ b—a)d—c)(f(ac)+ flad)+ f(be) + f(bd)).

(3.5)

Diese wird auf die rechteckigen Elemente im Inneren der Platte angewendet und
tiber alle Elemente summiert. Das ergibt fiir die einzelnen Integrale Formeln der
Form

- hchy N
/Pl f(x,y)dxdy%T Y Qiif (xi,y) (3.6)
atte i,jzl
mit
1 2 2 2 21
2 4 4 . 4 4 2
2 4 4 4 4 2
Q=1: 1 - 1] 3.7)
2 4 4 . 4 4 2
2 4 4 ... 4 4 2
122 -« 2 21

wobei fiir f die entsprechenden Integranden aus (3.1)) einzusetzen sind.

18



3.4 FINITE DIFFERENZEN

3.4 Finite Differenzen

Um (3.1) diskret approximieren zu konnen, werden Naherungen fiir die partiellen
Ableitungen von r in den Knoten benétigt. Wir nutzen dazu die zentrale Differenz

or(xi, yj) 1 )i
T] ~ D% (rk) = th (R(i+1)jk — R(Zlfl)jk) =: [Rx(l,])]k, (38)
ory (xi, yj) 1 i
T ~ DyZ <1’k> = zhy (Ri(j+1)k - Ri(j—l)k) = [Ry(l/])]k (39)

sowie fiir die zweiten Ableitungen die folgenden Formeln

0% (xi, yj) 1 .
789(; 2~ D2, () = 7 <R(z’—1)jk — 2Ry + R(z’+1)]’k> = [Rax(i,7) ], (3.10)
azf’k(xi,y‘) 1 ..

2 F o~ Dﬁy (re) = @ (Ri(jfl)k — 2Rk + Ri(]‘+1)k) = [Ryy(i,1)] (3.11)
Pri(xi,y)) 2 Z (Z 7 (2

axay ~ ny (rk) =D; (Dy (rk)> = Dy (Dx (rk))

1
= Tl (R(i+1)(j+1)k = Ry -1k = Rii—1)+1)k + R(ifl)(jfl)k>

= [Ray(i,1)] ) = [Ryx (i) ]

Daraus definieren wir analog zu Kapitel 2| die diskreten Versionen von metrischem
Tensor

A Ry(i,j) - Re(i,j)  Rx(i,j) - R (i,j)>
G@,j):= . J JIL YR, 3.13
iD= (R Ry Rt R (31
Normalenvektor
N Ry X Ry
fli=——:= (3.14)
NI~ IRy x Ryl
sowie Kriimmungstensor
Dl o\ . ﬁ'Rxx(i,j) ﬁ'ny(i,j)
B(i,j) :== <ﬁ Roxlif) - Ryy(if) (3.15)

19



3 DISKRETISIERUNG UND IMPLEMENTIERUNG

und erhalten unter Verwendung von aus (3.1) die diskrete Energie

3 Ny, Ny
WR) = 51,5y 2, O (Bud) ~ i)+ (Bt~ By
+2(1 = v) (Bay i) — BY (i,)))
$20(Bus(i]) ~ B4001)) (Bun(i]) — B3y 1)
Ehhygh, Nl g, N a0
oty 1, O (Gnli) ~ Gl (Gl — )
+2(1 = v) (G (i) — G2, (i)
+20(Gai) =~ Gl 1) (Cunlif) — ()]
Ny, Ny

Tichy

(3.16)

3.5 Randbedingungen

3.5.1 Vorbemerkung

Wir sehen drei verschiedene Randbedingungen vor, die beliebig an den vier Rén-
dern angelegt werden konnen: Eingespannt (B = “built in”), einfach gelagert (S =
“simply supported”) und frei (F = “free”). Die Randbedingungen sind aus [5] ent-
nommen und auf die drei Raumrichtungen verallgemeinert worden. Wir geben hier
nur die Formeln fiir den Rand x = 0 an, an den anderen Rdndern sind sie entspre-
chend. Fiir die Berechnung gehen wir davon aus, dass die Lage der inneren Kno-
tenpunkte frei — also vorgegeben - ist, und wollen damit die Lage der Rand- und
Hilfsknoten aus den Randbedingungen bestimmen.
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3.5 RANDBEDINGUNGEN

3.5.2 B - Fest eingespannter Rand

Ist der Rand fest eingespannt, so ist die Lage aller Knoten an diesem Rand fest vor-
gegeben, ebenso wie die partielle Ableitung senkrecht zur Randlinie

1 (0,y) = fi(y), (3.17)
)
i g 619

In den meisten betrachteten Féllen gelten dabei f; = 0 und g = 0. Wir fordern dies
nun fiir R, also

Ryjk = fr(yj), (3.19)
[Re (L)) = &k(vj)- (3.20)

Losen wir nun die zweite Gleichung nach Roj auf
ROjk = Rij — 2hxgk(yj)/ (3.21)

so kénnen wir die Werte an den Randknoten mit (3.19) und die Werte an den Hilfs-
knoten mit (3.21)) direkt und nacheinander aus der Lage der inneren Knoten berech-
nen.

3.5.3 S - Einfach gelagerter Rand

Beim einfach gelagerten Rand ist wiederum die Lage der Knoten an diesem Rand
vorgegeben. Zusitzlich verschwindet hier das Biegemoment senkrecht zum Rand

Eh3 azi’k azrk
M = 12(1 —v2) <8x2 v dy? > ' (322)
Wir fordern demnach
Rux(1,j) + vRyy(1,7) =0 (3.23)

und erhalten durch Auflésen nach Roj die Randbedingungen

Rijk = fr(y)), (3.24)

h2
Rojk = 2Rqjx — Rojk — Vh% (Rl(j—l)k — 2Ry + Rl(j+1)k) - (3.25)
y

Auch hier konnen die Werte in den Rand- und den Hilfsknoten unabhingig vonein-
ander nacheinander berechnet werden.
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3 DISKRETISIERUNG UND IMPLEMENTIERUNG

3.5.4 F — Freier Rand

Am freien Rand kann keine Aussage tiber die Lage der Knoten gemacht werden.
Allerdings verschwinden hier das Biegemoment My, das Torsionsmoment

EW3 0%r

sowie die Scherkraft
ER3 o [d*r *r
Qx = 120 =) ox <ax2 + ay2> . (3.27)

Jedoch sind drei Bedingungen zu viele. Anstelle der Forderungen My, = 0 und
Qx = 0 muss eine gemeinsame Bedingung an die Scherkraft und die Torsionskraft
gestellt werden (siehe [5])

0
Vx = Qx — ai (Mxy) - 0. (3.28)

y
Um dies in Finiten Differenzen darstellen zu kénnen, nutzen wir in x-Richtung die
riickwartige (bzw. am gegentiberliegenden Rand die vorwartige) Differenz und er-

halten die Forderungen
Ryx(1,]) + VRyy(l,j) =0, (3.29)
Dy (Rex(1,) + Ryy(1,/)) + (1 = v)Dy (Ryy(1,f)) = 0. (3.30)

Es ist zu beachten, dass hier die Differenzenoperatoren nicht wie Differentialopera-
toren einfach vertauscht werden konnen.

Anders als bei dem fest eingespannten und dem einfach gelagerten Rand lassen sich
diese Gleichungen nicht einfach unabhingig voneinander auflésen. Wir haben statt
dessen fiir jedes k ein lineares Gleichungssystem fiir alle Rand- und Hilfsknoten des
freien Randes. Liegen mehrere freie Rinder nebeneinander, so erhalten wir fiir diese
sogar ein gemeinsames lineares Gleichungssystem.

Um dieses zu 16sen ohne auf die Vorteile der Implementierung (siehe Zu ver-
zichten, miisste ein hoher Programmieraufwand bewiltigt werden. Da wir uns hier
nur damit beschiftigen, ob die gegebene Herangehensweise mit Energieminimie-
rung und Finiten Differenzen zur Modellierung einer elastischen Platte tiberhaupt
geeignet ist, verzichten wir auf die Bedingung und lassen statt dessen die La-
ge der Randknoten an einem freien Rand ebenfalls frei, konnen sie also im Folgen-
den als gegeben voraussetzen. Die Werte an den Hilfsknoten ergeben sich dann wie
beim einfach gelagerten Rand unabhingig voneinander aus der Momentenfreiheit
(3.25). In Kapitel d]testen wir a posteriori, ob Bedingung vielleicht automatisch
in hinreichender Naherung erfiillt wird.
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3.6 Zwangsbedingung an den Ecken

Zujedem Eckknoten gehoren drei Hilfsknoten, allerdings gelten hier auch die Rand-
bedingungen von zwei Randern. Es muss darauf geachtet werden, dass diese kon-
sistent sind. Dies gilt insbesondere, wenn sich zwei eingespannte oder einfach gela-
gerte Rander beriihren. Die Forderung an die Lage des Eckknotens muss von beiden
Randern her gleich sein. Bertihren sich ein freier Rand und ein eingespannter oder
einfach gelagerter, so ist hier die Lage des Eckknotens nicht frei, obwohl er auch
Randknoten eines freien Randes ist.

Da fiir die Querkontraktionszahl —1 < v <  und normalerweise sogar 0 < v < }
gilt, ist insbesondere v % —1, so dass sich an einer Ecke zwischen zwei freien oder
einfach gelagerten Rdndern aus dem Verschwinden der beiden Biegemomente

} (3.31)
(3.32)

Rxx(i,j) + URyy(i,j) =
Ryy (o) + Ry (irf) =

das Verschwinden der zweiten partiellen Ableitungen
Rux(i,j) = Ryy(i,]’) =0, (3.33)

ergibt und hier die Hilfsknoten in x- und y-Richtung einfach linear extrapoliert wer-
den konnen.

In allen diesen Fillen bleibt jedoch die Lage des Hilfsknotens ganz aufsen in der
Ecke unbestimmt. Selbst mit der gemeinsamen Bedingung fur das Torsions-
moment und die Scherkraft am freien Rand, bliebe zumindest an den Ecken, an
denen sich eingespannte oder einfach gelagerte Rander treffen, ein Freiheitsgrad
pro Raumrichtung frei. Mit einem kleinen Trick kann man jedoch aus der analy-
tischen Losung eines Teil-Optimierungsproblems zusatzliche Zwangsbedingungen
an den Ecken herleiten, so dass die Implementierung einheitlich bleibt und nicht
tiber Hilfsknoten minimiert werden muss.

Die Lage der Eck-Hilfsknoten geht nur {iber die gemischte zweite partielle Ablei-

tung und somit nur iiber (Bxy — Bgy)2 in die Gesamtenergie ein. Das heifst, wenn
alle anderen Knoten fest sind, wird die diskrete Gesamtenergie minimiert, falls an
allen vier Ecken

By, =B, (3.34)

Um dies zu erreichen, betrachten wir die Vektoren der Komponenten von Ry, und
ng. Da die Komponentenvektoren von Rg, Rg und 79 eine Basis des R? bilden, kon-
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3 DISKRETISIERUNG UND IMPLEMENTIERUNG

nen wir reelle Zahlen a,b und ¢ so wihlen, dass

RY, = aR} + bRy + c’. (3.35)
Falls nun

Ryy = aRy + bRy + cft, (3.36)
so gilt

Byy = (Ryy,7) = (aRy + bRy + cit, 1)
=a(Ry, ) +b(Ry,n) + c (A, i) (3.37)
=a-0+b-04+c-1=g,

da 71 laut Definition stets senkrecht auf R, und R, steht und aufserdem normiert ist.
Diese Rechnung gilt 4quivalent fiir Egy und somit folgt (3.34).

Man muss also die Lage der Eck-Hilfspunkte so bestimmen, dass an den Ecken der
Platte (3.36) gilt, wobei a,b und c aus (3.35) bestimmt werden.

Wir wollen also folgendes nichtlineares Minimierungsproblem losen

min W (R (X)), (3.39)

mit W aus (3.16), L der Anzahl der freien Variablen und der Funktion
R:RE s RNV (Ny32)<3 - 5, R(X), (3.39)

welche aus den freien Variablen die Lage der Knoten an Hand der Bedingungen aus
B.5lund B.6 bestimmt.

3.7 Besonderheiten der Implementierung

Die Implementierung des Optimierungsproblems (3.38) erfolgte in MATLAB und

C++ um Vorteile beider Programmiersprachen nutzen zu kénnen. Der prinzipelle
Aufbau ist in Abbildung[3.2|dargestellt.

Die Optimierung selbst erfolgt dabei mit dem Optimierer fminunc aus der Op-
timization Toolbox in MATLAB (siehe [6]]), da auf diese Weise mit geringem Pro-
grammieraufwand an die jeweils bereitgestellten Daten (nur Funktionswerte oder

24



3.7 BESONDERHEITEN DER IMPLEMENTIERUNG

CH = — < MATLAB
~ .,
e s )
/ RB Konstanten \, 0
N : mex-
\_ Funktionen
: /. Optimierer
\, - fminunc
D =% 1 P >
U~ = .
.. M
lADOL-c X— R min
ADOL-C Tape \l,
(grafische)
A=V XHdW/ dX] Auswertung

Abbildung 3.2: Aufbau der Implementierung

zusdtzlich noch der Gradient) angepasste Algorithmen verwendet werden konnen.
Auch die hauptsidchlich grafische Auswertung wird in MATLAB durchgefiihrt. Die
entsprechenden Befehle sind — anders als in C++ — direkt verfiigbar.

Dagegen wurde die Energiefunktion (W o R) : Rl +— R fiir verschiedene Randbe-
dingungen in C++ implementiert. Zum einen erhofften wir uns dadurch eine Lauf-
zeitverbesserung allein aus dem Grund, dass diese Funktion in jedem Iterations-
schritt mindestens einmal aufgerufen wird, zum Anderen konnten wir dadurch mit
ADOL-C (siehe [7,8]), ohne komplizierte handische Ableitungen bilden zu miissen,
einen algebraisch korrekten Gradienten an den Optimierer liefern. Dabei werden
in einem ersten Durchlauf durch das Programm mit der Kettenregel alle Berech-
nungsschritte nacheinander differenziert und das differenzierte Programm in einem
“Tape” gespeichert. Da auf dieses Tape jedoch nur zur Laufzeit zugegriffen werden
kann, muss es in jedem Iterationsschritt neu erstellt werden. Erste Tests zeigten den-
noch, dass dies wesentlich schneller und stabiler war als eine Variante, bei welcher
der Optimierer den Gradienten selbst als Finite-Differenzen-Ndherung bestimmen
sollte.

Der Aufruf von C++ unter MATLAB erfolgt mittels so genannter mex-Funktionen
(siehe [9]). Diesen werden Pointer auf die Ein- und Ausgabevariablen in MATLAB
tibergeben. Mit solchen mex-Funktionen erhidlt MATLAB den Startvektor fiir die
Optimierung, in jedem Iterationsschritt den Funktionswert und den Gradienten der
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3 DISKRETISIERUNG UND IMPLEMENTIERUNG

Energiefunktion, am Ende die Ri]-k sowie weitere Konstanten und Parameter, die
entweder fiir die Optimierung oder die Auswertung benotigt werden.

Ein Aufruf von MATLAB unter C++ ist ebenfalls moglich. Hierfiir gibt es die MAT-
LAB Engine (siehe [10]). Der Versuch, auf diese Weise das Gleichungssystem zu 16-
sen, welches unter Beachtung der Bedingung am freien Rand entstanden wé-
re, war jedoch nicht erfolgreich. ADOL-C hat offensichtlich Probleme damit, wenn
die Variablen auerhalb von C++ verdndert werden. D ie Berechnung und Uberga-
be einer inversen Matrix fiithrten ebenfalls zu seltsamen Ergebnissen. Die Optimie-
rung endete nach einigen Iterationen, ohne dass die Variablen merklich verdndert
worden waren. Wahrscheinlich lieferte ADOL-C in diesem Fall einen fehlerhaften
Gradienten nahe Null. Aus diesem Grund haben wir auf die MATLAB Engine und
letztlich auch auf die Forderung nach Bedingung verzichtet.
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4 Beispiele und Auswertung

4.1 Allgemeine Parameter
Um das Modell und die Implementierung zu testen, haben wir das Programm fiir
eine quadratische Platte

ly=1,=1m, h=10"m (4.1)

unter verschiedenen Randbedingungen und jeweils mit den Materialparametern fiir
Stahl

N k
Estan1 = 2.04- 10" —,  pgtan = 7850%, Vstan = 0.2 (4.2)
m m
und Gummi
N k
EGummi =5- 106@1 OGummi = 1100;%1 VGummi = 0.5 (43)

berechnet. Die Diskretisierung erfolgte dabei mit Ny = N, = 6. Es musste also {iber
jeweils 75 bis 90 Variablen minimiert werden. Dem Optimierer fminunc der Opti-
mization Toolbox in MATLAB wurden die Parameter laut Tabelleﬁbergeben, an-
sonsten wurden die Standard-Einstellungen gelassen (siehe [6]). Als Startwert wur-
de dasjenige X iibergeben, welches der ebenen undeformierten Platte entspricht.
Sofern nicht anders angegeben gelten diese Parameter und Einstellungen fiir alle
folgenden Beispiele.

Parameter Wert | Beschreibung

Larges e te | "on" 1y on Zielfunktion iibergebener Gradient wird benutzt
GradObj "on’

MaxIter 100 | maximale Anzahl Iterationen

TolFun le-9 | Abbruch-Toleranz des Funktionswerts

TolX le-9 | Abbruch-Toleranz von X

Tabelle 4.1: Parameter fiir fminunc
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4.2 Erste Beispiele

Zundchst haben wir eine in der Ebene auf unterschiedliche Arten eingespannte bzw.
gelagerte Platte betrachtet. Der RB-Code gibt die Art der Randbedingungen (siehe
reihum an. So steht zum Beispiel “SFSF” fiir eine an zwei gegeniiberliegen-
den Seiten einfach gelagerte Platte, “BFFF” fiir eine an einer Seite fest eingespann-
ten Platte. Die meisten moglichen Kombinationen von Randbedingungen — bis auf
Symmetrie - wurden jeweils mit den Gummi- und Stahlparametern getestet. Die
Beurteilung der Ergebnisse erfolgte dabei zundchst nach Plausibilitiat der grafischen
Ausgabe (siehe Abbildungen [4.1}j4.11). Dabei wurde die Platte mitsamt der Hilfs-
knoten ausgegeben um das Verhalten der Ableitungen erkennen zu kénnen. So sieht
man beispielsweise in Abbildung 4.6|sehr schon, wie sich die Momentenfreiheit auf
die zweiten partiellen Ableitungen und damit auf die Biegung der Platte am freien
Rand auswirkt.

Zudem sind fiir jeden Fall die Anzahl der benétigten Iterationen, das eingetrete-
ne Abbruchkriterium, die Laufzeit sowie das Maximum der Verschiebung tiber alle
Knoten in Tabelle angegeben. Bei der Laufzeit ist zu beachten, dass diese auf
Grund unterschiedlich starker Belastungen des Servers, auf dem die Berechnungen
durchgefiihrt wurden, Schwankungen unterliegen und somit nur ungefahre Aussa-
gen tiber die Geschwindigkeit des Programms gemacht werden kénnen. Dennoch
zeigt sich leider, dass wir von Echtzeit-Fahigkeit noch weit entfernt sind.

Offensichtlich ist die Stabilitdt des Programms stark parameterabhingig. Fiir Stahl
wurden durchgehend gute Ergebnisse erzielt. Man erhilt hier fast tiberall eine plau-
sible “glatte” Flache, wahrend bei Gummi hdufig “Zickzack” auftritt. Die Beispiele
SSFF (Abb. 4.8(b)), SFFF (Abb. und BFFF (Abb. sind fiir Stahl zwar
nicht in der gegebenen Anzahl Iterationen beendet worden, aber auch sie verhalten
sich gutmdtitig hinsichtlich der Stabilitit und man kann nach weiteren Iterationen
ein zufriedenstellendes Ergebnis erwarten. Auf Grund der langen Laufzeiten konn-
ten diese Beispiele jedoch nicht zu Ende gerechnet werden. So reichten zum Beispiel
fiir SFFF und BFFF mit Stahlparametern auch 1000 Iterationen in 47 Minuten bzw. 3
Stunden nicht aus um die gewiinschte Genauigkeit zu erzielen.

Auffillig ist ebenfalls, dass der Zickzack fast nur bei zumindest teilweise fest ein-
gespannten Platten auftritt. Offensichtlich spielt also auch die Art der Randbedin-
gungen, die ja direkt in die Energiefunktion einprogrammiert ist, eine grofse Rolle
fiir die numerische Stabilitdt. Das einzige einfach gelagerte Beispiel mit Zickzack
ist SFFF (Abb. [4.10(a)), allerdings ist bei diesem Beispiel der Startpunkt fiir die Op-
timierung vergleichsweise schlecht, womit sich die Wellen im unteren Bereich viel-
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leicht auch schon erklédren lassen. Ignoriert man zudem die Lage der Hilfsknoten, so
ist die Abweichung von der theoretischen Losung, einer eben herunterhdngenden,
leicht gedehnten Platte, schon wesentlich kleiner.

Eine weitere Beobachtung kann man bei SSSS (Abb. sowie SSSF (Abb. ma-
chen. An den Ecken, an denen sich zwei einfach gelagerte Rander beriihren, sind
die Eck-Hilfsknoten viel weiter ausgelenkt, als die anderen Hilfsknoten. Es entste-
hen spitze abstehende Ecken. Dieses Verhalten erinnert an Effekte wie konzentrierte
Reaktionskrifte in den Ecken, die bei Berechnungen der Kirchhoff-Platte mittels der
Methode der Finiten Elemente auftreten konnen. In der FEM wird deshalb meist
das Mindlin-Reissner-Modell verwendet, welches zusétzlich die Scherung bertick-
sichtigt (siehe z. B. [11513]]). Dies ist also bereits ein Problem des Modells “Kirchoff-
platte” unabhingig von der Diskretisierung.

Nr RB-Code | Material | Iter. | Abbruch Laufzeit/s Versch./mm
4.1(a) SSSS Gummi 12 | TolFun 8.9 30.9
4.1(b) SSSS Stahl 9 | TolFun 6.9 2.0
4.2(a) BBBB Gummi 9 | TolFun 29 63.1
4.2(b) BBBB Stahl 7 | TolFun 23 2.5
4.3(a) BSBS Gummi 10 | TolFun 5.6 37.3
4.3(b) BSBS Stahl 6 | TolFun 34 2.2
4.4(a) SSSF Gummi 14 | TolFun 16.0 47.7
4.4(b) SSSF Stahl 8 | TolFun 9.7 2.7
4.5(a) BBBF Gummi 35 | TolFun 22.3 340.1
4.5(b) BBBF Stahl 12 | TolFun 8.1 5.8
4.6(a) SFSF Gummi 13 | TolFun 23.8 46.5
4.6(b) SFSF Stahl 10 | TolFun 18.8 2.7
4.7(a) BFBF Gummi 17 | TolFun 22.0 276.2
4.7(b) BFBF Stahl 29 | TolFun 10.8 354
4.8(a) SSFF Gummi 33 | TolFun 60.4 391.3
4.8(b) SSFF Stahl 101 | Maxlter 180.7 43.5
4.9(a) BBFF Gummi 70 | TolFun 94.6 679.9
4.9(b) BBFF Stahl 64 | TolFun 87.0 18.2
4.10(a) SFFF Gummi 72 | TolFun | 206 (= 3 min) 1001.0
4.10(b) SFFF Stahl 101 | MaxlIter | 287 (& 5 min) 147 .4
4.11(a) BFFF Gummi 101 | MaxlIter | 249 (= 4 min) 1067.9
4.11(b) BFFF Stahl 101 | MaxlIter | 249 (=~ 4 min) 127.2

Tabelle 4.2: Erste Beispiele — Ergebnisse
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(a) Gummi (b) Stahl

Abbildung 4.1: Platte mit Randbedingungen SSSS

05 .05

(a) Gummi (b) Stahl

Abbildung 4.2: Platte mit Randbedingungen BBBB
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(a) Gummi (b) Stahl

Abbildung 4.3: Platte mit Randbedingungen BSBS

(a) Gummi (b) Stahl

Abbildung 4.4: Platte mit Randbedingungen SSSF

(a) Gummi (b) Stahl

Abbildung 4.5: Platte mit Randbedingungen BBBF
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(a) Gummi (b) Stahl

Abbildung 4.6: Platte mit Randbedingungen SFSF

(a) Gummi (b) Stahl

Abbildung 4.7: Platte mit Randbedingungen BFBF

(a) Gummi (b) Stahl

Abbildung 4.8: Platte mit Randbedingungen SSFF
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(a) Gummi (b) Stahl

Abbildung 4.9: Platte mit Randbedingungen BBFF

(a) Gummi (b) Stahl

Abbildung 4.10: Platte mit Randbedingungen SFFF

(b) Stahl

(a) Gummi

Abbildung 4.11: Platte mit Randbedingungen BFFF
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Abbildung 4.12: Verdreht eingespannte Platte — Startkonfiguration

4.3 Verdrehte Platte

Da wir mit diesem Programm insbesondere auch grofse Deformationen betrachten
wollen, haben wir noch zwei weitere Szenarien implementiert. Dabei wird die Platte
an zwei gegeniiberliegenden Seiten eingespannt bzw. einfach gelagert, so dass die
Rander um 90° zueinander verdreht sind. Da in diesem Fall die Platte sehr stark
gedehnt wird, was normalerweise nur bei Membranen vorkommt, sind wir hier von
einer Plattenstirke & = 10~°m ausgegangen. Auflerdem benutzen wir eine bereits
verdrehte Startkonfiguration der Platte fiir die Optimierung, welche in Abbildung
fiir die eingespannte und in Abbildung fir die einfach gelagerte Platte
dargestellt ist.

Die Ergebnisse dieser Tests sind in den Abbildungen und sowie Tabelle
zusammengetragen.

Obwohl alle vier Beispiele mit To1Fun endeten, sind die Ergebnisse nicht wirklich
zufriedenstellend. Erneut zeigt sich, dass die Randbedingungen fiir eingespannte
Rénder grofie Probleme mit der Stabilitdt machen, aber auch bei den einfach gela-
gerten Rédndern sehen die Knoten eher verwackelt aus. Erneut zeigt sich, dass die
Stabilitdt der Optimierung das grofie Problem unseres Modells ist. Vermutlich kann
man in dieser Hinsicht durch Vorkonditionierung oder die Wahl eines anderen Op-
timierungsalgorithmus noch eine Verbesserung erreichen, wir haben uns aber nicht
weiter mit dieser Thematik beschiftigt.
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(a) Gummi (b) Stahl

Abbildung 4.13: Verdreht eingespannte Platte — Ergebnis

(a) Gummi (b) Stahl

Abbildung 4.15: Verdreht gelagerte Platte — Ergebnis
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Randbedingungen | Material | Iter. | Zeit/s
Eingespannt Gummi | 58 | 69.7
Eingespannt Stahl 36 | 453
Einfach gelagert Gummi 17 | 31.0
Einfach gelagert Stahl 21 37.4

Tabelle 4.3: Verdrehte Platte — Ergebnisse

4.4 Aposteriori-Test der Randbedingungen am freien Rand

Inhaben wir die Randbedingungen am freien Rand vereinfacht, indem wir auf
die Forderung nach Bedingung verzichtet und statt dessen zusitzliche freie
Variablen eingefiihrt haben. Nun wollen wir testen, ob diese Bedingung trotzdem
naherungsweise erfiillt wird. Wir betrachten dazu alle Beispiele aus 4.2/ mit mindes-
tens einem freien Rand und gutem grafischen Ergebnis. Wir berechnen an jedem
Randknoten

V, ::Qx — DyZ (Mxy)
EnW®

— V.R (2 2
=T o) (D3(R) + D}, (R) (4.4)
— DZ E7}13(1 —v)D2,(R) fir x = const
v \12(1 =12) Xy -
bzw. analog
V,:=Qy — DZ (Myx) fiir y = const. (4.5)

und vergleichen die Werte in z-Richtung, also senkrecht zur undeformierten Lage,
an den freien Randern mit denen an den anderen Rédndern. Sollte das Maximum

VE o = max{Vy(i,j,3) bzw. V, (i,],3)|(i,j) Knoten an freiem Rand } (4.6)
von V, bzw. Vy iiber den freien Rand wesentlich kleiner sein als das Maximum

Vrﬁ'ai = max{Vx(i,]’,i%) bzw. Vy(i,j,3)|

4.7
(i,j) Knoten an eingespanntem oder gelagertem Rand } @7

von V, bzw. Vy tiber die anderen Rédnder, so konnen wir Bedingung (3.30) als auto-
matisch erfiillt betrachten.
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4.5 VALIDIERUNG

Fiir unsere Beispiele ergaben sich die Werte in Tabelle unsere Hoffnung hat sich
also nicht erfiillt. Statt dessen wird in Beispiel SSFF V/  sogar grofer als V5. Man
muss demnach das Programm noch um eine Implementierung der Bedingung
am freien Rand erweitern.

Nr | RB-Code | Material VE VES VE JVES
1 BBBF | Stahl 3.05 11.79 0.26

2 BFFF Stahl 6.38 25.03 0.26

3 SFSF Gummi | 4.79-107% | 820-10* 0.58

4 SFSF Stahl 0.16 1.10 0.15

5 SSFF Stahl 6.95 5.66 1.23

6 SSSF Gummi | 4.72-107% | 1.00-102 0.47

7 SSSF Stahl 0.18 2.70 0.07

Tabelle 4.4: Ergbnisse fiir die RB am freien Rand

4.5 Validierung

Um die Ergebnisse unserer Berechnungen zu validieren vergleichen wir sie fiir aus-
gewdhlte Beispiele mit den Ergebnissen anderer Modelle, die in der Strukturme-
chanik verwendet werden. So existieren unter anderem fiir die Beispiele SSSS, BSBS
und BBBB laut [5] analytische Losungen fiir das lineare Kirchhoffmodell, also fiir im
Vergleich zur Plattenstirke kleine Deformationen. Fiir die maximale Auslenkung in
der Mitte der Platte senkrecht zur Ausgangslage ergeben sich daraus fiir SSSS fol-
gende Formeln

r3(x,y) = 127(_;;};3/2) i i i )2 sin (m;;x) sin (nny) (4.8)

16pgh ..
mit 4, — { o far m,n ungerade, (4.9)
0 sonst
Fiir [, = I, = [ folgt daraus
.2 4 . (m+n _1)
max r5(x,y) = 192(1 - vz)pgl y (=1\ 2 i
(x,y)€[0,1]? 7t%Eh m'ing.nang. | MN (m? + n?) (4.10)

o\ 4
~ 00487 L= V)0SE _ pr

i T . fiir SSSS.
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4 BEISPIELE UND AUSWERTUNG

Mit dhnlichen Uberlegungen werden in [5] die Abschitzungen

RT (1—v2)pght
(x,;r)lg[é,l}Z r3(x,y) & Ry i= O.OZBOT tiir BSBS und (4.11)
“RT (1—v2)pglt
(x,;?ea[)é,lP r3(%,Y) = Ry = O.OlSlT fur BBBB (4.12)
hergeleitet.

Desweiteren haben wir die Platte mit den gegebenen Randbedingungen auch mit
dem Strukturmechanik-Paket aus FEMLAB Multiphysics (siehe [14]) mit dem (li-
nearen) Modell der “Mindlin Plate” und den Standard- Einstellungen (z. B. fiir die
Feinheit des Gitters) berechnet. Die so erhaltenen Werte fiir R} ,, stimmen gut mit
den Werten tiberein, die man aus (4.10)-@.12) erhilt. Versuche, die Platte als 3D-
Objekt mit FEMLAB auch fiir grofie Deformationen zu berechnen, scheiterten an
mangelndem Speicherplatz. Da die Platte in eine Richtung sehr diinn ist, musste
ein sehr feines Gitter gewéahlt werden, wodurch die Anzahl der Variablen zu grofs

wurde.

Da sowohl mit Gummi- als auch mit Stahlparametern die Auslenkung nach kei-
ner der drei Berechnungsarten, mit (.10)-(4.12), FEMLAB sowie dem eigenen Pro-
gramm, klein im Vergleich zur Plattenstirke war und damit die Werte von R} ., und
RE , nicht vertrauenswiirdig waren, haben wir alle diese Beispiele mit um mehre-
re Zehnerpotenzen kleineren Dichten berechnet um die Auslenkung zu verringern
und die verschiedenen Modelle vergleichen zu kénnen.

Die Ergebnisse sind in Tabelle 4.5|zusammengetragen. Man sieht sofort, wo die Pro-
bleme der linearen Modelle fiir grofie Auslenkungen (erzeugt durch eine “grofie”
Last) liegen. Die Auslenkungen fiir z. B. Nr. 2, 11 und 18 werden mit 27m bis 82m
tiir eine Platte der Grofie Im x 1m weit iiberschétzt. Auslenkungen von einigen we-
nigen Zentimetern, wie unser Programm sie liefert, sind da weit plausibler.

Fiir kleinere Lasten gleichen sich die Ergebnisse des Programms und der linearen
Modelle zumindest in der Grofienordnung schnell an. Ein Faktor von ungefahr 2
ist auf Grund der groben Diskretisierung sowie der Tatsache, dass die linearen Mo-
delle auch nicht exakt rechnen kénnen, durchaus noch vertretbar. Demnach kénnen
die Ergebnisse unseres Programms zumindest fiir solche Beispiele, bei denen keine
Probleme mit der Stabilitdt auftreten, guten Gewissens verwendet werden.
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4.5 VALIDIERUNG
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5 Ausblick

Dieses Praktikum war nur ein erster Schritt in Richtung Modellierung von elasti-
schen 2D-Objekten in Echtzeit. Es waren noch viele weitere Tests und auch ana-
lytische Betrachtungen notig, um das Verhalten der Implementierung hinsichtlich
Stabilitdt und Genauigkeit der Ergebnisse zu untersuchen und moglicherweise zu
verbessern. Auch wiren Vergleiche der Ergebnisse mit real existierenden Platten in-
teressant um das Modell zu validieren. Fiir all dies reichte jedoch die Zeit wahrend
des Praktikums nicht aus.

Zunidchst miisste untersucht werden, wie man die numerische Stabilitdt fiir grofie
Verschiebungen verbessern kann, zum Beispiel durch einen Ansatz mit anderen Fi-
niten Differenzen. Selbstverstandlich miissen dann die kompletten Randbedingun-
gen am freien Rand berticksichtigt werden. Um echtzeitfdhig zu werden, muss au-
Berdem die Laufzeit wesentlich verkiirzt werden. Dies kann zum Beispiel durch
eine effizientere Implementierung der Energiefunktion, z. B. in Anlehnung an effi-
ziente Algorithmen, die in der Computergrafik verwendet werden (siehe [15-17]),
sowie durch ein effizienteres, an das Modell angepasstes Optimierungsverfahren
erreicht werden. Zusitzlich kann untersucht werden, ob sich dieses Modell auch
zur Berechnung von Spannungen, Krédften und Momenten eignet. Im Hinblick auf
die Reifenmodellierung muss das Modell auf Schalen erweitert werden. Dazu sind
geeignete Parametrisierungen und Diskretisierungen notwendig um die Vorkriim-
mung sinnvoll darzustellen. Desweiteren konnte das Modell noch um Scherung so-
wie dynamische Effekte erweitert werden.

Es bleiben also noch viele Moglichkeiten offen, sich weiter mit diesem Thema zu
beschéftigen.
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